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在可靠性理论中 , IFR( increasing failure rate)和 IFRA(increasing fai lure ra te average)寿
命分布类具有重要的地位 ,失效率和平均失效率是经常用于刻画其性质的指标 ,相关的研究结
果见参考文献 .本文讨论 { IFR}中的凸序和 { IFRA}中的星序 ,在具有星序的两个 IFRA元件
之间 ,色散序和随机序是等价的 ;作为应用 ,得出在无计划更换情形下 ,当时间充分大时具有凸
序或星序的元件的更换次数也具有相应的随机序关系 .凸序和星序曾被 Barlow和 Proschan
( 1966, 1968)研究 ,其定义如下:
定义 0. 1　 F和 G是非负连续型随机变量的分布函数 , G在其支撑集 (区间 )上严格递增 ,
如果 G- 1F (x )在 F的其支撑集 (区间 )上是凸的 ,则称 F依凸序小于 G(记作 F < cG) .
定义 0. 2　 F和 G是非负连续型随机变量的分布函数 , G在其支撑集 (区间 )上严格递增 ,
如果 G- 1F (x ) /x关于 x≥ 0递增 (星形性 ) ,则称 F依星序小于 G(记作 F <* G) .
Bruckner等 [1 ]证明了 F <cG F <* G. Binbaum等 [2 ] 证明了当 G具有指数分布时 , F
< cG( F <* G)当且仅当 F∈ { IFR} ( { IFRA} ) .容易验证:
1)　G- 1F ( x )的凸性等价于下式的递增性
f ( x )
g (G- 1F (x ) )
=
f (x ) /F (x )
g (G- 1F ( x ) ) /G(G- 1F (x ) )
= λG( x ) /λG (G- 1F (x ) ) , ( 1)
其中: f (x ) ,F ( x ) ,λF (x ) (g (x ) , G(x ) ,λG (x ) )分别表示 F (G)的密度、生存函数和失效率 .如果
F和 G都是 IFR的 ,由 ( 1)可知 ,F < cG意味着 F比 G具有更强的 IFR性 .
2)　G- 1F ( x )的星形性等价于下式的递增性
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F ( x ) /x =










如果 F和 G都是 IFRA的 ,由 ( 2)知 , F <* G意味着 F比 G具有更强的 IFRA性 .
1　偏序间的关系
随机序经常被用于描述寿命分布 ;为了比较分布间的色散程度 , Shaked[ 3]提出下述概念:






- 1 (U) - F- 1 (T)≤ G- 1 (U) - G- 1 (T) , ( 3)
其中: 0 <T< U < 1,则称 G比 F更色散 (记作 F < dispG) . Shaked[3 ]还得到了下面的结果 .
引理 1. 2　 F和 G同定义 1. 1并在其支撑集 [0,∞ )连续严格递增 ,则 F <
disp
G当且仅当
F (x ) - G( x )≥ 0,　　 x ∈ ( 0,∞ ) , ( 4)
S
-
( Fc - G)≤ 1,　 c≥ 0.　　 ( 5)
这里 S- (a) = S- 1 (a (x ) )表示当 x从 0到∞变化时函数 a( x )的符号改变次数 ; ( 5)中等式
成立时 ,符号序列为 - , + . Fc ( x ) = F (x - c) ,对 x ∈ [c,∞ ) .





定理 1. 4　 F和 G同定义 1. 1,则 F <* G当且仅当
S
-
(F - G)≤ 1. ( 6)
等式成立时 ,符号由 - 变 + .
证明　 由引理 1. 3, F <* G表明 S- (F - G)≤ 1,且等式成立时 ,符号序列为 + , - .
注意到 S
-
( F - G) = S
-
(F - G) = S
-
(G - F ) , ( 6)立即可以得到 .
 不难验证 , S- (F - Gλ) = S- ( F - G) ,λ> 0,且二者有相同的符号序列 ,这里 Gλ( x ) =
G(λx ) .这样有 S
-
( F - Gλ)≤ 1.对任意λ> 0, F - Gλ没有或仅有一次符号从 - 到 + 的改
变 .当改变发生时 ,必存在 x1≤ x 2 ,使得
F (x )
≤ G(λx ) ,　 x≤ x 1 ,
≥ G(λx ) ,　 x≥ x 2 ,




F ( x )
x
≤λ,　 x≤ x1 ,
≥λ,　 x≥ x2 ,
= λ,　 x 1≤ x≤ x 2 .
λ> 0任意 ,所以 G
- 1
F ( x ) /x关于 x≥ 0递增 ,也即 F <* G成立 .
基于引理 1. 2和定理 1. 4,可以得到如下关系:
定理 1. 5　 F和 G是两个在支撑集 [0,∞ )上连续且严格递增的分布函数 , F( 0) = G( 0) =
0,则 F < dispG当且仅当 F≤ s tG并且 F <* G.
2　在更新过程中的应用
考虑到达间隔的分布分别为 F和 G的更新计数过程 N ( t )和 M ( t ) , N ( t )与 M ( t )表示时
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刻 t≥ 0以前到达的事件的个数 . F <* G意味着 F比 G具有更强的 IFRA性 ,直觉上 ,当 t→∞
时 .
N ( t )
t
应比
M ( t )
t
更大 ,然而下面 ( Ross[5 ] )的结论表明上述猜想未必成立 .
引理 2. 1　设 X 1 ,Y 1分别为 N ( t )与 M ( t )的首次到达间隔 ,如果 EX 1 , EY1 < ∞ ,则当 n
→∞时 ,几乎处处有
N ( t ) /t→ 1 /EX 1 ,　M ( t ) /t→ 1 /EY1 .
例 2. 2　假定 F是 IFRA的 ,均值为 _ ,G具有参数为λ> 0的指数分布 .对任意λ> 0, F




> ( < )_ ,由引理 2. 1,当 t→∞时 ,
N ( t )
t
不必大




2. 3[4 ]和引理 2. 4[5 ] .利用它们可以得到下面的主要结果定理 2. 5.
引理 2. 3　若 F <* G且二者均值相同 ,则 F (x )自上而下穿过 G(x )仅一次 ,并且 F比 G
具有较小的方差 .
引理 2. 4　假设更新计数过程 N ( t )的到达间隔具有均值 _ ,方差 e
2
(均有限 ) ,则 t→∞
时 ,对所有 - ∞ < y < ∞ ,
P
N ( t ) - t /_
e t /_ 3
≤ y → H( y ) , ( 7)
其中:H是标准正态分布的分布函数 .
定理 2. 5　设 X 1 ,Y 1分别为 N ( t )与 M ( t )的首次到达间隔 ,若 X 1 <* Y1 , EX 1 = EY1 =
_ < ∞ ,且二者具有有限的方差 ,则 t→∞时 ,
t










证明　令 VarX 1 = e
2
1 , VarY1 = e
2
2 , 0 <e
2





引理 2. 4可知 ,对所有 y ,当 t→∞ 时 ,
P t




≤ y = P
N ( t ) - t /_








) . ( 8)
类似地也有 ,对所有 y ,当 t→∞ ,
P t
N ( t )
t




) . ( 9)
注意到e1 <e2 ,由 ( 8) , ( 9)立即得到 ,对所有 y ,
H(e- 11 _ 3 y )≥H(e- 12 _ 3 y ) .
由此即完成定理的证明 .
注:由于 F < cG F <* G,定理 2. 5对于 F < cG也成立 .
定理 2. 6　 F是 IFRA的 ,则 t→∞时 ,
t
N ( t )
t
- _ - 1 ≤st t
W
t
- _ - 1 ,
其中: W具有参数为 t_ - 1的 Poisson分布 ,且首达间隔的均值 EX 1 = _ .
证明　根据文献 [2] , F是 IFRA的当且仅当 F <* G,G具有指数分布 .设 G具有均值 _ ,
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则以 G为底分布的 Poisson过程 W具有强度_
- 1
,这样 M ( t )具有参数为 t_
- 1
的 Poisson分布 .
利用定理 2. 5即完成证明 .
注: 1) F是 IFR的当且仅当 F < cG,G具有指数分布 ,所以定理 2. 6对 F < cG的情形也成
立 .
2) 定理 2. 6给出了随机过程 t (
N ( t )
t
- _ - 1 )的随机下界 ,这里更新过程 N ( t )具有
IFRA底分布 .
表面上 , N ( t )
t
与M ( t )
t
当其底分布具有不同的均值时是不可比的 .实质上 ,当 t→∞时 ,二
者仍然具有可比性 . Marshall等 [ 6]的结果引理 2. 7是该比较的基础 .







定理 2. 8　在引理 2. 7的条件下 ,当 t→∞时 ,
t_ 1




1 ≤ st t_ 2





证明　由引理 2. 4,对所有 y ,当 t→∞时 ,
P t_ 1
N ( t )
t
- _ - 11 ≤ y = P










类似地 ,对所有 y ,当 t→∞时 ,
P t_ 2
M ( t )
t
- _ - 12 ≤ y →H
_ 2y







,所以 ,对所有 y ,
H
_ 1
e1 y ≥ H
_ 2
e2 y .
由 ( 10)和 ( 11)即知 ,当 t→ ∞时 ,
t_ 1




1 ≤ st t_ 2





注:定理 2. 5是定理 2. 8的推论 .
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Partial Orderings of Certain Classes with Applications
Li X iaohu
( Depar tment of Ma th ema tics, Lanzhou Unive rsity , 730000, Lanzhou, China)
Abstract　 The convex o rdering and the star-shaped ordering of { IFR} and { IFRA} , are
deal t wi th respectiv ely. It is prov ed that , w ith respect to tw o elements w ith star-shaped o r-
dering in { IFRA} , dispersiv e ordering is equiv alent to the stochastic ordering. Also , the be-
haviors of the two elements wi th above o rdering s in renew al counting process a re discussed,
w ith the results that , under some mild condi tions, the less one of the tw o elements wi th ei-
ther convex o rdering o r sta r-shaped o rdering w ill have a stochastically smaller number of re-
placements, as t→∞ .
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1991 MR Subject Classification　 62E10
5第 4期　　　　　　　　　李效虎: 寿命分布类的偏序及其应用　　　　　　　　　　　
